
第二章 空間中的平面與直線
§2(1 空間概念
空間與平面的區別：
(1)平面：只有「前後」與「左右」兩種方向的運動，其範圍必在平面上。
(2)空間：具有「前後」、「左右」與「上下」三種方向的運動，其範圍為空間。


(甲)平面的基本性質


公理一：
若一條直線上的兩點在同一個平面上，則這條直線上所有點都在這個平面上。
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公理二：
若兩個平面有一個公共點，則兩個平面有且只有一條通過這個公共點的交線。

公理三：
經過不在同一直線上的三點，有且只有一個平面。

根據這三個公理，可推出底下三個定理：
定理一：經過一直線與線外一點，有且只有一個平面。
[證明]：
取直線上的兩點，由公理三只有一個平面E通過這三點，再根據公理一，可知此直線上所有的點都在平面E上，所以經過一直線與線外一點，有且只有一個平面E。


定理二：經過兩相交直線，有且只有一個平面。
[證明]：
設兩相交直線為L、M，交點為P，在L、M上
各取一點A、B，由公理三，可得只有一個平面F通過A、B、P。
因為L有A、P兩點在平面F上，且M有B、P兩點在平面F上，由公理一，可知L、M均在平面F上。




定理三：經過兩平行線，有且只有一個平面。
[證明]：
設L1//L2，P在L1上，則只有一個平面E通過P與L2，但是L1與L2共平面，
所以只有一個平面E通過L1,L2。


結論：決定平面的條件：
(1) 經過不在同一直線上的三點，有且只有一個平面。
(2) 經過一直線與線外一點，有且只有一個平面。
(3) 經過兩相交直線，有且只有一個平面。
(4) 經過兩平行線，有且只有一個平面。
(練習1) 若平面E與兩平面E1、E2分別交直線L1,L2，則L1//L2。

(乙)空間中直線、平面間的關係
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(1)空間中兩直線的關係：

(a)交於一點。





(b)不相交：
  平行線：共平面而無交點的兩直線稱為平行線。
  歪斜線：不共平面的兩直線稱為歪斜線。










(c)歪斜線的公垂線：
  互為歪斜線的兩直線L1與L2有一公垂線，而且只有一條，其公垂線段長，
  是兩歪斜線上各取一點之連線段長的最小值。
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如圖，長方體ABCD(EFGH的12條稜線延長為12條直線，
共可決定幾對歪斜線？
Ans：24對









(2)平面與直線的關係：
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(a)直線與平面重合：直線上的每一點都落在平面上。
(b)直線與平面交於一點。
(c)直線與平面重合：直線與平面沒有交點。
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(3)空間中兩平面的關係：
(a)空間中兩平面無交點，稱為兩平面平行。

(b)兩平面交於一直線：
  空間中兩平面E1、E2的公共點構成一直線，稱為平面E1、E2的交線。











(2)二面角：












(a)兩個平面E、F的交線L上取一點P，分別在E、F上作兩射線PA、PB，則(APB稱為E、F兩平面的二面角。
[討論]：這樣定義的二面角與P的選擇有關嗎？



(b)兩平面垂直：當兩平面的二面角為90(，則稱兩平面互相垂直。


(丙)直線與平面間的垂直線與垂直平面
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(1)過點對於直線的垂線：
(a)給定一直線L及線外一點P，
恰有一直線通過P且垂直於直線L。





(b)給定一直線L及線上一點P，有無限多直線通過P且垂直於直線L，而且這
  些直線構成一平面。

(2)直線垂直平面：
(a)定義：若直線L與平面E相交於P點，且平面E上所有通過P點的每一直
        線都和L垂直，則稱直線L垂直於平面E，以L⊥E表示。
[註解]：若根據以上的定義去判別直線與平面是否垂直，那麼就會沒完沒了，因為必須去檢查平面E上每一條過P點的直線是否垂直直線L，可否找一個比較適合的判別性質呢？

判別性質：
若平面E上存在兩條通過P點的相異直線L1、L2分別與L垂直，
則L垂直於平面E。
[證明]：
設M是平面E上過點P且異於L1、L2的任一直線，
在L上取兩點A、B使得P點為 eq \o((,AB)的中點，
又在直線L1、L2、M上分別取Q1、Q2、Q
使得這三點共線。
由垂直平分的性質得到
 eq \o((,Q1A)= eq \o((,Q1B)， eq \o((,Q2A)= eq \o((,Q2B)
((AQ1Q2
[image: image71.wmf] 

D

 

A

 

B

 

C

 

E

 

H

 

G

 

F

 

K

 

(BQ1Q2
((AQ1Q2=(BQ1Q2
((AQ1Q
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(BQ1Q ( eq \o((,AQ)= eq \o((,BQ)(M是 eq \o((,AB)的中垂線
(M(L。


(3)平面的垂直線與垂直平面
(a)給定一平面E與其上的一點A，恰有一直線L通過A點且與平面E垂直。

(b)給定一平面E與其外的一點P，恰有一直線L通過P點且與平面E垂直。

(c)給定一平面E與其上的一點A，有無限多個平面通過A點且與平面E垂直。

(d)給定一平面E與其外的一點P，有無限多個平面通過P點且與平面E垂直。

(e)若直線L與平面E垂直，則空間中包含直線L的每個平面都與平面E垂直。

(f)給定一平面E與其外一直線L(不垂直於平面E)，
  恰有一平面包含L且垂直於E。

(丁)三垂線定理
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如圖，設L1⊥L2交於B點，L3也在平面E上，
  (1)若L2⊥L3交於C點，則 eq \o((,PC)⊥L3。(P為L1上任取的一點)
  (2)若  eq \o((,PC)⊥L3，則L2⊥L3。












(戊)其他補充的性質
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(1)錐體體積：
如果三角錐的底面積是s，高是h，體積= eq \f(1,3)sh。
[說明]：由右圖可知，三個錐體的體積都相等
      且三個錐體組成一個三角柱。
      故三角錐的體積= eq \f(1,3)(三角柱的體積)
                   = eq \f(1,3)(底面積(高。










[例題2] 下列那些敘述是正確的？
(A)在平面上，若兩相異直線不相交，則它們必平行。
(B)在空間中，若兩相異直線不相交，則它們必平行。
(C)在平面上，任意兩相異直線一定有公垂線(仍在該平面上)
(D)在空間中，任意兩相異直線一定有公垂線。
(E)在空間中，相交的兩相異平面一定有公垂面。
  (公垂面是指與該兩平面都垂直的平面)  Ans：(A)(D)(E)  (87社)


[例題3] 下列敘述何者正確？            。
(A)設一直線L交一平面E於A，若在E上過A有一直線L/與L垂直，
   則L垂直E。
(B)平行於同一平面的二直線必平行。
(C)在空間中，若E為 eq \o(,AB)之垂直平分面，若點P滿足 eq \o(,AP)= eq \o(,BP)，則P在E上。
(D)已知相異兩平面F,M交於一直線L，若L垂直一平面E，則F,M均垂直E。
(E) 垂直於同一直線的二直線必平行。  Ans：(C)(D)
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設O點在平面E上的投影點為A，A在平面E上一直線L之藤投影點為B，C為L上一點
(1)若 eq \o((,BC)=12， eq \o((,OC)=13， eq \o((,AB)=4，求 eq \o((,OA)=？
(2)(ABC與(OBC所在平面的二面角為(，求cos(=？
Ans：(1)3 (2) eq \f(4,5) 


[例題5] [image: image28.wmf] 
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如圖，底面為正方形，側面均為正三角形之金字塔之各稜長均為a，
(1)求兩側面(OAD與(OCD所在平面的二面角。
(2)求(ABO與底面ABCD所在平面的二面角。
Ans：(1)cos(1 eq \f(1,3)  (2)cos(1 eq \f(1,\r(3))
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設一正四面體各稜長均為a
(1)求頂點A到底面BCD的距離。(2)求此四面體的體積。
(3)求直線AB、CD的距離為多少？(4)內切球的半徑為多少？
(5)外接球的半徑為多少？
Ans：(1) eq \f(\r(6),3)a  (2) eq \f(\r(2),12)a3 (3) eq \f(\r(2),2)a (4) eq \f(\r(6),12)a (5) eq \f(\r(6),4)a



















(練習2) (是非題)
(1)設一直線L交一平面E於A，若在E上過A有一直線L/與L垂直，
  則L垂直於平面E。
(2)已知相異二平面F、M交於一直線，若L垂直一平面E，則F、M均
  垂直於E。
(3)兩歪斜線在一平面E之正射影有可能為二平行線。
(4)相異三平面E1、E2、E3兩兩相交於不同之三線必平行。
(5)平行於同一平面的二直線必共共面。
(6)平行於同一平面的二直線必共平行。
Ans：(1)( (2)( (3) ((4) ( (5) ( (6) ( 
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長方體ABCD(EFGH中， eq \o((,AB)=3， eq \o((,AD)=4， eq \o((,AE)=5
(1)求四面體E(ABCD之體積。
(2)(ABD與(BDE所在平面之二面角
之角度為(，tan(=？
Ans：(1)10 (2) eq \f(25,12)


(練習3) [image: image32.wmf] 
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右圖的四角錐，底面ABCD為一矩形
 eq \o((,AB)=8， eq \o((,BC)=6，側面為四個全等的等腰三角形
 eq \o((,OA)= eq \o((,OB)= eq \o((,OC)= eq \o((,OD)=13，求
(1)此角錐的高之長。  (2)(OAB之面積。
Ans：(1)12 (2)4 eq \r(153) 
如圖，四角錐S(ABCD的底面是邊長
為1的正方形，側稜 eq \o((,SB)垂直於底面，
並且 eq \o((,SB)= eq \r(3)，用(表示(ASD，
求sin(的值。Ans： eq \f(1,\r(5))


(練習4) 空間中，A點在平面E的垂足為H， eq \o((,AH)=3，L為平面E上一直線，由H作L的垂線交L於B點， eq \o((,HB)=2，C是L上一點，且 eq \o((,AC)=7，求 eq \o((,BC)=？
Ans： eq \o((,BC)=6

設四面體ABCD中， eq \o((,AC)= eq \o((,AD)= eq \o((,BC)= eq \o((,BD)=5， eq \o((,AB)=4， eq \o((,CD)=6，令平面ACD與平面BCD所成的兩面角為(，((為銳角)，則cos(=？
Ans： eq \f(1,2)
(練習5) 已知直線AB垂直平面E於B，直線L在E上，直線AC垂直L於點C，設D在L上，若 eq \o((,BC)=24， eq \o((,CD)=24 eq \r(3) ，則 eq \o((,BD)=？
Ans：48

E、F二平面之銳夾角為(，區域R在E上，而R在F之投影區域為R/，
則R/=R(cos( 。



(練習6) 平面E上有一個三角形，其邊長為7,8,9，已知E與水平面之夾角為60(，求此三角形在水平面上投影區域的面積。Ans：6 eq \r(5) 
綜合練習
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如下右圖，正立方體ABCD(EFGH中，

[image: image3.wmf]HF

與
[image: image4.wmf]EG

交於K點，則下列敘述何者正確？
(A)EB(BG (B)HF(EG (C)KB(EG (D)KB(HF (E)KB(BC。
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如右上圖，ABCD(A/B/C/D/為立方體的八個頂點，
試問下列那些線段會與線段 eq \o((,A/B)共平面？
(A) eq \o((,BC/) (B) eq \o((,AC) (C) eq \o((,DB/) (D) eq \o((,DD/) (E) eq \o((,CD/)   (89大學社)
(3) 右圖為一正立方體，A,B,C分別為所在的邊之中點，
通過A,B,C三點的平面與此立方體表面相截，
問下列何者為其截痕的形狀？
(A)直角三角形 (B)非直角三角形 (C)正方形 (D)非正方形的長方形 (E)六邊形。(88 學科)


(4) 一正立方體的八個頂點中有四個頂點，各頂點彼此之間的距離都是1，則此正立方體的體積為(A)2 eq \r(2)  (B) eq \f(\r(2),4) (C)1 (D)2。  (91指定甲)
(5) [image: image36.wmf] 
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將一個正四面體的四個面上的各邊中點用線段連接，
可得四個小正四面體及一個正八面體，如下圖所示。
如果原四面體ABCD的體積為12，
那麼此正八面體的體積        。  (90學科)
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設A,B,C為空間中相異三點，且不在同一直線上，在空間中另取一點D，使得A,B,C,D成為一平行四邊形的四個頂點，則這樣的D一共有幾個？
(A)1 (B)2 (C)3 (D)4 (E)無窮。  (86 自)
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學校蓋了一棟正四面體的玻璃溫室(如圖)，
今欲將一鋼柱橫架在室中，作為吊花的橫樑，
其兩端分別固定在兩面牆ABC和ACD的重
心E和F處。生物老師要先知道這個鋼柱有多長，
才能請工人製作。雖然 eq \o(,BD)的長度很容易量出，
卻很難爬到E,F點測量 eq \o(,EF)長。
生物老師在上課時說出他的問題，
立刻有一位同學舉手說他有辦法。
這位同學在紙上畫出右圖，算出 eq \o(,EF): eq \o(,BD)，就解決了問題，
則 eq \o(,EF): eq \o(,BD)=         。  (85 學科)
(7) 設L為二平面E1及E2的交線，而E1、E2
所成的二面角之一為60(，若A點在E1上
但不在L上，B點在L上，

[image: image5.wmf]AB

與L所夾銳角為30(， eq \o((,AB)=2，
試求 eq \o((,AB)在E2上的投影 eq \o((,A/B)的長度。 
 

一四面體A(BCD中，令 eq \o((,AB)= eq \o((,AC)= eq \o((,AD)=4， eq \o((,BC)= eq \o((,CD)= eq \o((,DB)=2，若(為平面ABC和平面BCD所夾成之二面角的度量，則
(a)cos( =？ (b)四面體的體積=？  

(8) 側稜長為3公分，底面邊長為4公分的正四角錐的體積為多少？
 

(9) 設在四面體ABCD中， eq \o((,AB)=3，(ABC與(ABD的面積分別為15、12，且它們所在平面的二面角為30(，求四面體ABCD的體積。
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進階問題
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 eq \o((,OX)、 eq \o((,OY)、 eq \o((,OZ)為空間中三線段兩兩夾角為30(，
P點在 eq \o((,OX)上，且 eq \o((,OP)=2，P在平面OYZ上之
正射影為Q，過Q且垂直 eq \o((,OY)之直線交 eq \o((,OY)於R，
交 eq \o((,OZ)於S，求 eq \o((,QR)+ eq \o((,PS)=？  

(10) A(BCDE與F(BCDE為二正四角錐，
即BCDE為正方形且二正四角錐之
側面均為正三角形，若(ABC與(ACD所
在二面角為(，(ABC與(BCF所在之二面角為(，
試證明：(=(。

(11) 設平面ABC與平面E之交線為
[image: image6.wmf]BC

，
交角為(，且(ABC中，(A=90(，又
[image: image7.wmf]AB


與
[image: image8.wmf]AC

與平面E之夾角分別為(、(，
求證：sin2(=sin2(+sin2(。(直線與平面的夾角代表
直線在該平面上的投影直線與直線的交角)

(12) 設
[image: image9.wmf]PQ

垂直平面E於Q點，L是平面E上不過Q點的一直線，試於L上求取一點S，使 eq \o((,PS)+ eq \o((,QS)為最小。

綜合練習解答

(1) (B)(C) (2) (A)(E) (3) (D) (4) (B) (5) 6 (6) (C) (7) 1：3 (8)  eq \f(\r(13),2) (9) (a) eq \f(\r(5),15)  (b) eq \f(2\r(11),3) (10)  eq \f(16,3)立方公分  (11) 20 (12) 2 eq \r(3) + eq \r(6) ( eq \r(2) (3 (13)略 (14) [提示：如圖，設 eq \o((,AA/)=h， eq \o((,AB)=hcsc(， eq \o((,AC)=hcsc(， eq \o((,AD)=hcsc(因為AB(AC=BC(AD (AD= eq \f(AB(AC,\r(AB2+AC2)) ( sin2(=sin2(+sin2(。](15)過Q點作L之垂線，垂足S即為所求。
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