
§2(4 二項式定理


(甲)二項式定理
(1)從一個例子談起：
(a)觀察二項和的平方：(a+b)2=a2+2ab+b2，
三項和的平方：(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3 
如過要推廣到二項和的n次方(a+b)n，是否其展開式有一般的公式呢？
首先我們觀察n=4，(a+b)4的不同類項有a4、a3b、a2b2、ab3、b4五項，即一般項可以寫成a4(kbk，k=0,1,2,3,4，問題是它們的係數是多少呢？先考慮a3b項的係數要如何計算？
因為(a+b)4=(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)，要乘出a3b項，4個(a+b)項的相乘式中，有三項選a，一項選b，相乘情形如下表所示：


	
	(a+b)
	(a+b)
	(a+b)
	(a+b)

	第1,2,3括號選a，第4括號選b
	a
	a
	a
	b

	第1,2,4括號選a，第3括號選b
	a
	a
	b
	a

	第1,3,4括號選a，第2括號選b
	a
	b
	a
	a

	第2,3,4括號選a，第1括號選b
	b
	a
	a
	a



以上四種情形，均能乘出a3b，所以合併之後，展開式中a3b的係數為4
根據上表，我們可以看出a3b項的係數是由3個a,1個b作不儘相異物的排列數 eq \f(4！,3！1！)，或是4個括號選3個括號拿a 出來乘的組合數C43=C41=4。
同理，我們可以求其他不同類項的係數：
a2b2項的係數是2個a,2個b作不儘相異物的排列數 eq \f(4！,2！2！) =C42。
ab3項的係數是1個a,3個b作不儘相異物的排列數 eq \f(4！,1！3！) =C43。
b4項的係數是4個b的排列數1=C44。
a4項的係數是4個a的排列數1=C40。
所以(a+b)4=a4+4a3b+6a2b2+4ab3+b4。以組合的符號來寫，可得
(a+b)4=C40a4+C41a3b+C42a2b2+C43ab3+C44b4。

(b)由(a+b)4推(a+b)5
  (a+b)5=(a+b)4(a+b)
=(C40a4+C41a3b+C42a2b2+C43ab3+C44b4)(a+b)
=(C40a5+C41a4b+C42a3b2+C43a2b3+C44ab4)+(C40a4b+C41a3b2+C42a2b3+C43ab4+C44b5)
=C40a5+(C41+C40)a4b+(C42+ C41)a3b2+( C43 +C42)a2b3+( C44 +C43)ab4+ C44b5
=C50a5+C51a4b+C52a3b2+C53a2b3+C54ab4+C55b5。
最後一個式子，用了巴斯卡定理：Cnm=Cn(1m+Cn(1m(1。





(2)二項式定理：
  (a+b)n=Cn0anb0+Cn1an(1b+…+Cnkan(kbk+…+Cnnbn=
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[證明]：
(1)當n=1時，(a+b)1=C10a+C11b。等式顯然成立。
(2)若設n=k時，等式成立，即(a+b)k=
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  則當n=k+1時，
  (a+b)k+1
=(a+b)k(a+b)
=(Ck0akb0+Ck1ak(1b+…+Ckiak(ibi+…+Ckkbk)(a+b)
=(Ck0ak+1b0+Ck1akb+…+Ckiak(i+1bi+…+Ckkabk)
 +(Ck0akb+Ck1ak(1b2+…+Ckiak(ibi+1+…+Ckkbk+1)
= Ck0ak+1b0+( Ck1+ Ck0) akb+(Ck2+Ck1)ak(1b2+…
 +(Cki+Cki(1) ak(i+1bi+…+(Ckk+Ckk(1)abk+ Ckkbk+1
利用巴斯卡定理Cki+Cki(1=Ck+1i，Ck0=Ck+10與Ckk=Ck+1k+1
所以(a+b)k+1=Ck+10ak+1+Ck+11akb+…+ Ck+1i ak+1(ibi+…+ Ck+1k+1bk+1。
因此n=k+1時等式成立。所以由數學歸納法可知(a+b)n=
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結論：
(a) (a+b)n=Cn0anb0+Cn1an(1b+…+Cnkan(kbk+…+Cnnbn=
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(b)(a+b)n展開式中的一般式為Cnkan(kbk 

(c)(a+b)n若按a的降冪排列，則第k+1項為Cnkan(kbk。

(d)(a+b)n的展開式共有n+1(Hn2)項。

(e)(1+x)n= Cn0+Cn1x+Cn2x2+Cn3x3+…+Cnkxk+…+Cnnxn。


(1)在(2x(y2)6的展開式中，x4y4的係數為何？ 
(2)求(x( eq \f(1,3x2))18展開式中，x6項的係數、不含x之項、x4項之係數。
Ans：(1)240 (2) eq \f(340,9)、 eq \f(6188,243)、0






[例題1] 設(1+x)n之展開式中，按x的升冪排列，第5,6,7項的係數成等差數列，
則n=？  Ans：7或14





[例題2] (1＋x2)＋(1＋x2)2＋(1＋x2)3＋…＋(1＋x2)20的展開式中，x4的係數為　　　　　。Ans：C
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(練習1) 在(2x(3y)8的展開式中，x3y5的係數為何？Ans：(108864

(練習2) 在(2x2( eq \f(1,x))8的展開式中，x7的係數為何？Ans：(1792

(練習3) 設a為實數，若(ax2+ eq \f(1,x))5展開式中x4項之係數為80，則求
(1)a=？  (2) eq \f(1,x2)項的係數。Ans：(1)a=2 (2)10

(練習4) 請問(x(1)(x2(2y)10的展開式中x15y3項的係數等於多少？
Ans：(960

(練習5) [(a(2b)2(c]5之展開式中，共有       個不同類項；其中a2b2c3項的係數為       。  Ans：36，(240

(練習6) (1+x)+(1+x)2+(1+x)3+…….+(1+x)20展開式中，x3　項之係數為_______。Ans：5985



(乙)二項式定理的應用
(1) 組合恆等式：
由(1+x)n= Cn0+Cn1x+Cn2x2+Cn3x3+…+Cnkxk+…+Cnnxn…(*)
可導出一些組合恆等式。

(a)活用公式：
(x=1代入(*)得：_____= _____________________________________________

(x=(1代入(*)得：_____= _____________________________________________

(x=2代入(*)得：_____= _____________________________________________

(x= eq \f(1,3)代入(*)得：_____= _____________________________________________

(c)從組合意義來看組合恆等式：Cn0+Cn1+Cn2+Cn3+…+Cnk+…+Cnn=2n
百貨公司服飾專櫃，推出當季最新的服飾，共有5種款式，小萍想要購買服飾，每種款式最多買一件，也可以都不買，請問小萍有幾種購買服飾的情形？
( 5種款式的服飾，買與不買有2種情形(有25種情形。
( 從購買服飾的件數來分類：
  沒有買(1=C50，買1件(C51，買2件(C52，買3件(C53，買4件(C54，
  買5件(1=C55，
因此C50+C51+C52+C53+C54+C55=25。

化簡下列各式：
(1) 1＋2．C
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(2) 1+（( eq \f(1,3)）
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(4) C
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Ans：(1)3n (2)( eq \f(2,3))n (3)2n(1 (4)2n(1








設n為自然數，試證：C
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[例題3] 求出
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Ans：
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設　n　為正偶數，則
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(A)22n(1 (B)22n+1 (C)2n(1+2n+1 (D)2n(1+22n(1 (E)2n Ans：(D)
(練習7) 滿足　1+（( eq \f(1,3)）
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　之最小正整數　n=______。（已知　log2＝0.3010，log3＝0.4771）Ans：16
(練習8) 求C100(C83+C101(C82+C102(C81+C103(C80=？  Ans：C183。

(練習9) 2Cn1+5Cn2+8Cn3+…+(3n(1)Cnn=？ Ans：(3n(2)(2n(1+1

(練習10) (1)證明： eq \f(1,k+1)Cnk= eq \f(1,n+1)Cn+1k+1
(2)證明：
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(練習11) 證明：(Cn0)2+(Cn1)2+(Cn2)2+…+(Cnn)2=C2nn。

(2) 多項式定理：
設m,n為自然數，a1,a2,a3,…,am為任意數，則
(a1+a2+…+am)n=( eq \f(n！,p1！p2！(((pm！) 
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，n=p1+p2+…+pm。

(x+2y(z)5展開式中有多少個同類項？ 且x2y2z之係數為何？
Ans：21，(120


[例題4] (1+2x(x2)10展開式中x3之係數=？  Ans：780



(練習12) 求( eq \f(1,x) (  eq \f(2,x2) +x3)6展開式中x5項的係數。  Ans：(120

(練習13) (1+x(x2)50=1+ax+bx2+…+cx100，則數對(a,b,c)=？
Ans：(50,1175,1226)

(練習14) (x+y+z+u)5展開式中
(1)不同類項有      個。(2)x2y2z項的係數=       。
Ans：(1)56 (2)30






綜合練習

[(a(2b)2(3c]5展開式中a3b3c2項的係數為何？

(1) (9x＋
[image: image50.wmf]x
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)12　展開式中，常數項之係數為_________。

(2) (5x+3)20展開式中，akxk項的係數ak最大，請問k=？

(3) C33+C43+C53+…+C83+C93=？   

(4) 若(ax3+ eq \f(2,x2))4展開式中x2項係數為6，則實數a之值為何？  

(5) 將((3x2+2x+1)10展開式中，x項的係數為多少？

(6) (x2(2x+ eq \f(1,x2))6展開式中常數項=？ 

(7) 取(1.05)10的近似值到小數點後一位(第二位四捨五入)為何？

(8) (x(1)3除(2x2(4x+3)10之餘式為何？    


(9) 1118除以1000的餘數為何？       
(10) (x＋y＋z＋u＋t)6　展開式中，則：
(a)共有___________個不同類項。
(b)其中　x3y2z　項之係數為___________，有___________個同型項。
(c)又　x2y2ut　項之係數為____________，而有___________個同型項。

(11) 
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(12) 若(1+x)n之展開式中，依升冪排列，第二、三、四項之係數成等差，求n=？

(13) 設　500＜
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＜1000，則　n＝______　。

設　n　為自然數，且
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則　n＝？

(14) Cn0Cmr+Cn1Cmr(1+Cn2Cmr(2+…+CnrCm0=？

設
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則　n＋k＝_______________。

進階問題
(15) (1+x)+(1+x)2+…+(1+x)n展開式中，xn的係數為an(n(2)，試求
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綜合練習解答

(1) (14400 (2)495 (3) 13 [提示：ak=C20k(5k(20)20(k最大，則ak(ak+1ak(ak(1(k=13]
(4)210 (5) ( eq \f(1,2) (6)20 (7) 260 (8)1.6 [提示：(1+0.05)10= 110+C101(0.05)+C102(0.05)2+…+C1010(0.05)10(110+C101(0.05)+C102(0.05)2=1.6125]
(9)20x2(40x+21 [提示：(2x2(4x+3)10=[2(x(1)2+1]10，再利用二項式定理展開，(x(1)3除(2x2(4x+3)10之餘式為C1012(x(1)2+1。]
(10)481 (11) (a)210(b)60；60(c)180；30 (12) 2 [提示：
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 eq \f(,)= eq \f(2,k(k(1))=2( eq \f(1,k(1) (  eq \f(1,k))]
(13) 7 (14) 9 (15) 4 (16) Cn+mr [提示：考慮(1+x)n(1+x)m展開式中xr項的係數]
(17) 149或151 (18)  eq \f(209,140) [提示：求值式= eq \f((1+x)[(1+x)n(1],1+x(1) = eq \f((1+x)n+1((1+x),x)，所以xn的係數為an=Cn+13= eq \f((n+1)n(n(1),6) ， eq \f(1,an)=  eq \f(6,(n+1)n(n(1))=3[ eq \f(1,(n(1)n) (  eq \f(1,n(n+1))]，
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~2(4(8~

_1037600616.unknown

_1144325789.unknown

_1144327035.unknown

_1144328669.unknown

_1144328766.unknown

_1144327915.unknown

_1144326229.unknown

_1144326236.unknown

_1144326240.unknown

_1144326243.unknown

_1144326233.unknown

_1144325875.unknown

_1144325912.unknown

_1144325853.unknown

_1144306790.unknown

_1144325690.unknown

_1144325778.unknown

_1144325762.unknown

_1144309575.unknown

_1144309466.unknown

_1037600840.unknown

_1037771730.unknown

_1144306742.unknown

_1078489419.unknown

_1037771696.unknown

_1037600794.unknown

_1036842406.unknown

_1037598848.unknown

_1037598952.unknown

_1037600531.unknown

_1037600546.unknown

_1037598911.unknown

_1036842623.unknown

_1036842756.unknown

_1037598821.unknown

_1036842771.unknown

_1036842783.unknown

_1036842642.unknown

_1036842720.unknown

_1036842739.unknown

_1036842719.unknown

_1036842633.unknown

_1036842544.unknown

_1036842602.unknown

_1036842614.unknown

_1036842587.unknown

_1036842489.unknown

_1036842523.unknown

_1036842458.unknown

_1036836627.unknown

_1036842331.unknown

_1036842361.unknown

_1036842384.unknown

_1036842006.unknown

_1036842045.unknown

_1036842058.unknown

_1036842034.unknown

_1036836640.unknown

_1036836547.unknown

_1036836563.unknown

_1036836491.unknown

