
第一章  最大、最小值問題與不等式 

 

§ 1–1 用代數方法求最大、最小值問題 

 
     一、一次函數 Rxabaxxfy ∈≠+== ,0,)( ,無最大或最小值,但 
         若 ],[ βα∈x ,則有最大或最小值 
     二、二次函數 0,)( 2 ≠++== acbxaxxfy ,之最大或最小值可能發生於 
         1 頂點 2 左、右邊界 
 

         例 1:求
1

123)( 2

2

+
+−

=
x

xxxf 之最大與最小值( 22,22 −=+= NM ) 

 
 

ÒÒ  練   習  ÒÒ

 

1. 若 01022 <−+− aaxax 之解為 43 <<− x ，試求a之值？ 
2. 若 0)1(4)2( 2 =++−− axxa 有實根，試求a之範圍？ 
3. 若 023)1(3 2 =++−+ axax 之一根大於 3，另一根小於 2，求a之範圍？ 
4. 若 0124)3( 2 =−+−+ aaxxa 有一根為正實數另一根為負實數，試求a之範

圍？ 

5. 設
2

2
2

2
1

1 −
=

+
=

− zyx
，求 222 zyx ++ 之最大與最小值？ 

6. 試求 )1( xxy −= 在[-1,1]區間上之最大與最小值？ 

7. 若 312 ≤−x ，求 142 2 −+= xxy 的最大與最小值？ 

8. 若 045)12( 22 =+++− axax 有實根，求 )4( +aa 之最大與最小值？ 
9. 設 032222 =+−−+− yxyxyx ，求 yx + 之最大與最小值？ 

10. 求 21 x
xy
+

= 之最大與最小值？ 

11. 若 )193(2)5(22 −+−+= axaxy 恆為正，求a之範圍？ 
12. 若a為整數且 aaxxy ++= 2 恆大於 3− 求a之值？ 

13. 若 xxy 342 ++= ，求 y之最大與最小值？ 

14. 若 1,1 >> yx 且 03log2log2 =+− xy yx ，求 22 4yx − 之最小值？ 

 



§ 1–2 簡易絕對不等式 

 

     一、例 1:設 ba, 為正數,試證 abba
≥

+
2

 

 
 
         例 2:設 cba ,, 為正數,試證 cabcabcba ++≥++ 222 ?等號何時成立? 
 
 

         例 3:設 cba ,, 為正數,試證 3

33
abccabcabcba

≥
++

≥
++  

 
 

ÒÒ  練   習  ÒÒ

 

1. 設 ba, 皆大於 0，則 

(1) 求
b
a

a
b
+ 的最小值？（2） 

(2) 求 )11)((
ba

ba ++ 的最小值及此時之 ba, 值？（4, ba = >0） 

2. ba, 皆為正數，試證： 22233 )())(( bababa +≥++  

3. a為正數，試求
2

161
+

++
a

a 之最小值及此時之a值？ 

4. 試證：
3
1)1( 222 ≥−−++ baba  

5. 求 124 ++−= xxy 之最小值？ 

6. ba, 皆為正數，且 1=+ ba ，求 )1()1(
b

b
a

a +++ 之最小值？ 

7. cba ,, 均為正數，且 1=abc ，求 )2)(2)(2( +++ cba 之最小值？（27） 

（提示： 3

3
11

3
2 aaa

≥
++

=
+

） 

8. ba, 皆為正數，試證： 2
22

)
2

(
2

baba +
≥

+  

9. ba, 皆為正數，n為正整數， 1>n ，試證： n
nn baba )

2
(

2
+

≥
+  

10. ba, 皆為正數， 1=+ βα ， 0, ≥βα ，試證： nnn baba )( βαβα +≥+  



11. 若 0>> ba ，試證
a
b

a
b

>
+
+

1
1

2

2

 

12. 若 ba, 均為正數，試證 bababa +≤+<+ 2  

13. 若 0>> ba ，試證 abba baba >  

14. 若 1,0 ≠> aa 且 0>> nm ，試證 n
n

m
m

a
a

a
a 11

+>+  

15. 若 cba ,, 均為正數，試證
abcabccba
111111

++≥++  

16. 若 cba ,, 均為正數，試證
2
9)111)(( ≥

+
+

+
+

+
++

accbba
cba  

17. 若 cba ,, 均為正數，試證
2
9)111)()(1( ≥

+
+

+
+

+
+++

kackcbkba
cbak  

18. 若 cba ,, 為三角形之三邊長，試證
cbacbabacacb ++

≥
−+

+
−+

+
−+

9111  

19. 若 cba ,, 為三角形之三邊長，若 k為自然數，試證

cbacbkabakcackb
k

++
≥

−+
+

−+
+

−+
9)111(  



§ 1–3 算術平均數大於或等於幾何平均數 

 

     一、若 naaaa ,...,,, 321 均為正數,則 n
n

n aaa
n

aaa ......
21

21 ≥
+++  

         且 n
n

n
n aaaaaa

n
aaa

===⇔=
+++ .........

2121
21  

 

         例 1:設 nm, 為自然數, ba, 為正數,試證 nm nm ba
nm
nbma + +≥

+
+  

 

         例 2:設n為自然數, 試證 !)
2

1( nn n ≥
+  

 
 

ÒÒ  練   習  ÒÒ

 

1. cba ,, 均為正數，試證 3≥++
a
c

c
b

b
a  

2. 若 cba ,, 均為正數，試證 9)111)(( ≥++++
cba

cba  

3. 若 cba ,, 均為正數，試證
)(2

9111
cbaaccbba ++

≥
+

+
+

+
+

 

4. 設n為自然數，試證 nnn )1()2(...642 +≤××××  

5. 設n為自然數，試證 15415 −+≥ nn n  

（提示： )(...)15(15 −=−n ） 
 



§ 1–4 柯西不等式 

 
     一、柯西不等式:對於任意自然數n , 

         2
2211

22
2

2
1

22
2

2
1 )...()...)(...( nnnn babababbbaaa +++≥++++++  

         且兩端相等⇔有一常數 k使得 nikab ii ,...,2,1, ==  
 

         例 1:x為正數,試求 )1
3
1

2
1

1
1)(321(

x
x ++++++ 的最小值? 

 
 
         例 2: 5222 =++ cba ,則 cba ,, 為何值時, cba ++ 有最大值,又最大值為
何 
 

         例 3:試證 2222 )32()(6 cbacba ++≥++  

 
 

ÒÒ  練   習  ÒÒ

 

1. ba, 均為正數，試求 )
2
12)(1(
a

b
b

a ++ 之最小值？（
2
9
） 

2. 設 2=++ cba ，求 222 cba ++ 之最小值？ 
3. 若 14222 =++ cba ,則 cba 32 +− 之最大值與最小值為何？ 

4. 若 cba ,, 均非負數，且 8=++ cba ，求 cba ++ 之最大值與最小值？ 

5. cba ,, 均為正數，求 )431)(43( cb
acb

a ++++ 之最小值？ 

6. 試證 2
222

)
3

(
3

cbacba ++
≥

++  

 



第二章  最大、最小值問題與不等式 
§ 2–1 函數圖形的重要 



§ 2–2 圖形的對稱、平移與伸縮 
     甲、對稱 
         (1)對稱 
         (2)對稱軸 
         (3)對稱點 
         (4)對稱中心 

         例:求作 1=+ yx 的圖形 

     乙、平移 
     丙、伸縮 

 例 1：試繪 123 =−++ yx 之圖形 

 例 2：試繪 221 =−+− yx 之圖形 

    例 3：利用 xy sin= 的圖形畫出 xxy cossin3 += 的圖形 

 



§ 2–3 三次函數的圖形 
 例 1：試繪 22 23 +−−= xxxy 之圖形 
 例 2：試繪 32 23 −−−= xxxy 之圖形 
 



§ 2–4 絕對值函數的線性組合 

  例 1：試繪 222 +−−= xxy 之圖形 

例 2：試求 431256 −+−+++−+++−+= xxxxxxxy 之最小值 

及此時之 x與 y值？ 


